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Das Skalarprodukt

In der Physik berechnet sich die Arbeit W nach der Formel W =F-s, wenn eine konstante
Kraft mit dem Betrag F in Richtung des Weges s wirkt.

Kraft und Weg sind im Allgemeinen vektorielle GroRen. SchlieRen der Kraftvektor F und der

Wegvektor s einen von 0° verschiedenen Winkel ein, so ist die obige Formel zur Berechnung
der Arbeit nicht mehr anwendbar.

Beispiel:

An der Deichsel eines Wagens wird mit der Kraft F unter einem Winkel ¢ schrag nach oben
gezogen (siehe Skizze).

F

Es tragt nur die Komponente

0 F zur Arbeit bei F =F-cos¢

©__O-

Fur die Arbeit W gilt dann: W:Fos:H-’s’-coscp

Definition des Skalarprodukts:

d

b

Unter dem Skalarprodukt zweier Vektoren a und b versteht man aocb= -CcosqL .

Dabei sind ; und ‘b die Langen oder Betrage der Vektoren aund b und

der kleinere der beiden Winkel, der von ihnen eingeschlossen wird.
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Skalarprodukt in Koordinatenschreibweise:

- a - b
Fir das Skalarprodukt der Vektoren a=| ' |undb=| ' |desR? bzw.

2 2
a, b,

a= a, und b= b, |desR’® gilt:
a, b,

aob:al~b1+az'b2 bzw. aob:al'bl+a2-b2+a3~b3

Bemerkung:

Jedem Vektorpaar a,b ist als Produkt eindeutig eine reelle Zahl (Skalar) zugeordnet.

Rechenregeln fiur das Skalarprodukt:

- = — - = —

Fir alle a,b,ceR’unda,b,c R’ sowie A eR gilt:

(1)505:605 (Kommutativgesetz)
(2) ac(b+c)=acb+aoc (Distributivgesetz)
(3) (A-a)ob=A-(acb) (Vertraglichkeit mit S-Multiplikation)

Anwendungen des Skalarprodukts:

1) Linge eines Vektors (Betrag eines Vektors):

a

3,

_/z 2 2
= al -|'25I2 +33

Flir den Betrag eines Vektors a=

7 2 2
a —\/al +a, bzw.

des R? bzw. a= a, |desR’gilt:

—

d

alternativ: ‘a‘ =Va (\/: ist eine reelle Zahl, nicht der Vektor a !!J

2

1 1
Beispiel: a=| -2 ‘a‘: -2 \/12+(2)2+22\/§3
2
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2) Einheitsvektor:

Fiir einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor a des R* bzw. des R®

-0 1 —
ista =—-a der Einheitsvektor.

-

Beispiel: a=

u b W

3
‘a‘: 4 V3 +42+5 =\/5
5

b~ w
I

!
Il
-

mﬁmmﬁ» mﬁw
o o o

3) Entfernung zweier Punkte:

Fur die Entfernung zweier Punkte A(a, /a, /a,) und B(b, /b, /b.) des

Anschauungsraumes gilt:

= |lb,~a,)* +(b,~a )" +(b, ~a,)’

o5

Beispiel: A(1/2/3) und B(-1/0/1)

o -1 1 -2
AB=b—-a=| 0 |-| 2 |=| -2
1 3 -2

’Es‘: -2 =\/(—2)Z+(—2)2+(—2)2=x/5=2x/§



Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
L Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauworth
Technik ¢ Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

4) Winkel zwischen zwei Vektoren:

Fur das Mal3 des Winkels ¢ zwischen zwei vom Nullvektor verschiedenen

Vektoren a und b des R? oder des R? gilt:

4

ob
COSQ=r mit 0° < <180°
a-|b
~ 1 | -3
Beispiel: a=| —4 |undb=| 6
5 4
o 1 -3
acb=| —4 |o|] 6 |=-3-24+20=-7
5 4
~ 1 ~ -3
a=|| -4 |=y12+(-4)+5 =42 ‘b: 6 |=+(-37+6>+4% =461
5

-7
cosp=————=~-0,138 = (=~97,95°
V4261

5) Orthogonale Vektoren:

Zwei Vektoren ;,B eR’? \{6} sind genau dann orthogonal (senkrecht),

wenn ihr Skalarprodukt Null ist:

alb&ach=0
1 4 | ¢
Beispiel: a=| 2 |[,b=| 3 |, c=| 1
2 -5 -2

a) Zeigen Sie, dass aJ_B ist.

b) Bestimmen Sie c1 so, dass a_L c gilt.
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1 4
a)acb=| 2 |o| 3 |=4+6-10=0 =alb
2 -5
1 C
b)acc=| 2 |of 1 |=c +2-4=c -2 =c —-2=0 =c =2
2 -2
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Herleitung der Formel fur das Skalarprodukt mit Hilfe des Kosinussatzes:

B

—2 —2 —2 —_— —
AB =0A +0B —2-OA-OB-cos¢ (Kosinussatz)

S

F

=(b,—a,) +(b,—a,)’ +(b,—a,)’ =a’+a,’+a +b *+b *+b -2

-COS (P
2 2 2 2 2 2
:>b1 —2blal+a1 +b2 —2bzaz+a2 +b3 —2b3aa+a3 =

2 2 2 2 2 2 |
a‘+a " +a +b +b  +b, —Z-H-‘F-cosq)

=—2(ab +ab, +ab, )=-2 H H -COS

S| -

:>a1b1 +a2b2 +a3b3 =

F’ -COS(



